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概要
グラフの族 H に対して，グラフ G が H に属するグラフを誘導部分グラフとして含まないと
き，GはH-freeであるという．G(3)

2 (H) は 最小次数 3以上の 2-連結 H-freeグラフ全体の集合
を表すものとする．本研究では，|H| = 3 かつ G(3)

2 (H) が有限となる族 H の特徴づけを行う．
特に，{K3,K2,2} ⊆ Hの場合を除いて，そのような族Hを決定した．

1 はじめに
本稿では，有限無向グラフを扱い, 定義していない用語や記号に関しては, [4]を参照する.

2つのグラフ Gと H に対して，Gが H を誘導部分グラフとして含むとき，H ≺ Gと書くことに
する. グラフ Gと H に対して，H ̸≺ Gとき, GはH-freeであるという．また，グラフの族 Hに
対して, Gが任意の H ∈ Hに対して H-freeであるとき, GはH-freeという. また，Hのグラフは
Gの禁止部分グラフと呼ばれる. 整数 k, l ≥ 1 とグラフの族 H に対し，以下のグラフの集合を定義
する．

Gk(H) := {G | Gは k-連結 H-freeグラフ }
G(k)(H) := {G | Gは最小次数 k 以上のH-freeグラフ }
G(l)
k (H) := {G | Gは最小次数 l以上の k-連結 H-freeグラフ }

l 頂点の完全グラフを Kl，部集合の大きさがそれぞれ m,n である完全 2部グラフを Km,n で表
す．特に，K1,n をスターと呼ぶ．また，k 頂点の道を Pk で表す．
nを n ≥ 2の整数, P = x1x2...xn を位数 nの道, y1, y2, z1, z2 を x1, ..., xn とは異なる 4頂点とす
る. Yn, Y

∗
n , Zn, Z

∗
n を次のように定めるグラフとする:

V (Yn) = V (Zn) = V (P ) ∪ {y1, y2}, V (Y ∗
n ) = V (Z∗

n) = V (P ) ∪ {y1, y2, z1, z2},
E(Yn) = E(P ) ∪ {x1y1, x1y2}, E(Y ∗

n ) = E(P ) ∪ {x1y1, x1y2, xnz1, xnz2},
E(Zn) = E(Yn) ∪ {y1y2}, and E(Z∗

n) = E(Y ∗
n ) ∪ {y1y2, z1z2}. (図 1)

Y ′ を図 1のグラフとする．
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図 1 グラフ Y3, Y
∗
3 , Z3, Z

∗
3 , Y

′

2 本研究の目的・背景
2.1 禁止部分グラフの研究の意義
禁止部分グラフに関する研究は，構造グラフ理論における中心的テーマとして広く認識されてお

り，その汎用性と多様な研究分野への深い関連性から重要な位置を占めている．禁止部分グラフの研
究の重要性は，以下の 3つの観点から述べることができる．
第一に，グラフの大域的な性質が，禁止部分グラフという局所的な構造条件によって特徴付けられ

る点である（例えば [3, 13] を参照）．ハミルトン性やパーフェクト性といった性質は，グラフ全体の
構造に依存する本質的に大域的な性質である．一般に，与えられたグラフが特定の大域的性質を満た
すかどうかを検証することは困難である．しかし，禁止部分グラフによる特徴付けが確立されれば，
局所的な構造を調べるだけで，そのグラフが大域的性質を持つことを保証できる．
第二に，特定のグラフを禁止することで，一般のグラフに比べてグラフ不変量の評価を改良でき，

その挙動に影響を与える局所構造を特定できる点である（例えば [21] を参照）．一般のグラフに対し
て，染色数などの不変量に最良な上界・下界を与えることは困難である．しかし，不変量に悪影響を
与える「望ましくない局所構造」を排除することで，より良い評価が可能となり，それらの不変量を
制御する本質的な構造が明らかになる．
第三に，計算複雑性の観点から重要な知見を与える点である．一般のグラフでは NP完全となる問

題でも，特定の禁止部分グラフによって定義されるグラフ族に制限することで，多項式時間で可解と
なる場合がある（例えば [16] を参照）．どの禁止構造が計算的な困難性を緩和するかを特定すること
は，計算可能なケースと困難なケースの境界を理解するために不可欠である．
したがって，禁止部分グラフの研究は，理論的な理解とアルゴリズム解析の両面において基礎的な

重要性を持つ．

2.2 有限集合を生成する禁止部分グラフ
本研究では，

G(l)
k (H) が有限. (1.1)

の条件を満たす連結グラフの族Hについて考察する．特に，(k, l, |H|) = (2, 3, 3)かつ {K3,K2,2} ̸⊆
Hに対して，(1.1)を満たす族Hを特徴づける．Hに位数 2以下の完全グラフが属するとき, 明らか



に G(3)
2 (H)が有限であるので, 以降Hに属するグラフが位数 3以上であるものとして議論する.

このような族Hに関する研究は，
Gk(H) が有限 (1.2)

の条件を満たす連結グラフの族 Hに関する研究から始まる．族 Hが (1.2)を満たすとき，グラフに
おける任意の性質 P に対して，

任意の k-連結 H-freeグラフは，有限の例外を除いて，性質 P を満たす． (1.3)

しかし，その命題から P について知見が得られない. したがって，(1.2) を満たす族 H を決定する
ことは重要である．このような背景から，Fujisawa, Plummer, Saito [14] は，(1.2) を満たす族 H
に関する研究を行い，1 ≤ k ≤ 6 かつ |H| ≤ 2 の場合と，(k, |H|) = (2, 3) の場合に対する (1.2)

を満たす族 H を完全に特徴づけた．以降，|H| = 3 に限定して議論を進める (|H| = 4 の場合につ
いては [15] を参照)．k = 3 の場合については，多くの研究者がこの問題に取り組んでいる．特に，
Egawa, Fujisawa, Furuya, Plummer, Saito [7], Egawa, Furuya [8], Egawa, Zhao [12] によって，
スターを含まず，かつ {K3,K2,2} ̸⊆ Hと (1.2)を満たす族Hが決定された．{K3,K2,2} ⊆ H の場
合については，完全な特徴づけは依然として未解決問題であるが，その特徴づけを主張する [11] の予
想に対し，いくつかの部分的な結果 [5, 6, 11] を通じて段階的なアプローチがなされている． (k = 4

の場合については，Buelban, Garciano, Marcelo, Mori, Nakamura [1]により部分的な結果が得ら
れている．)．一方で，(1.3)のような命題において, 連結度の条件は最小次数の条件によく置き換え
られるという事実から, k-連結グラフの代わりに，最小次数 l 以上のグラフについて考えることは自
然である. このような背景から，Egawa, Furuya [9, 10]によって，

G(l)(H) が有限 (1.4)

の条件を満たす連結グラフの族 H の研究が行われた．その結果，{K3,K2,2} ⊆ H となる場合を除
いて，(l, |H|) = (3, 3)に対する (1.4)を満たす族Hを決定した ((l, |H|) = (4, 3)の場合については，
Kotani [17]により部分的な結果が得られている)．
ここで，G3(H) = G(3)

3 (H), G(3)(H) = G(3)
1 (H), G(3)

3 (H) ⊆ G(3)
2 (H) ⊆ G(3)

1 (H)であることに注意
する．前述の通り，G(3)

3 (H)および G(3)
1 (H)については広く研究されているが，G(3)

2 (H)に着目した
研究はこれまでなかった．さらに，近年の禁止部分グラフの研究において，「最小次数 l 以上の k-連
結グラフ」を対象に研究が行われるようになり (例えば，[2, 20]を参照)，先行研究と同様に，そのよ
うなグラフの族が有限となる禁止部分グラフ条件を特定する必要が高まっている．このような理由か
ら，本研究では，(k, l, |H|) = (2, 3, 3)の場合に対する (1.1)を満たす族Hについて考察を行う．

3 主結果
本研究の成果を述べる前に，Fujisawa, Plummer, Saito [14]によって示された基本的な補題を紹

介する．

補題 3.1 ( [14]). グラフの族 Hに対して, G3(H)が有限のとき，ある整数 l,m, n (l ≥ 3, 1 ≤ m ≤
3, n ≥ max{m, 2})に対して，{Kl,Km,n} ⊆ H.



G3(H) ⊆ G(3)
2 (H) であるから，補題 3.1 より，|H| = 3 かつ G(3)

2 (H) が有限となるならば，あ
る整数 l,m, n (l ≥ 3, 1 ≤ m ≤ 3, n ≥ max{m, 2}) と 3 頂点以上の連結グラフ T が存在して，
H = {Kl,Km,n, T}となる．そこで，mの値ごとに場合分けを行い，G(3)

2 ({Kl,Km,n, T})が有限と
なるようなグラフ T を調べる．
その結果，{K3,K2,2} ⊆ Hの場合を除いて，族H = {Kl,Km,n, T}を決定した．結果は以下のと
おりである．

定理 3.2. l ≥ 3, n ≥ 2とし，T を位数 3以上の連結グラフとする．このとき，G(3)
2 ({Kl,K1,n, T})

が有限であるための必要十分条件は，次のいずれかが成立することである：
(i) n = 2 or T is a path;

(ii) l = 3, and T ≺ Y ∗
t for some integer t ≥ 3 with t ̸≡ 1 (mod 4);

(iii) n = 3 and T ≺ Zt for some integer t ≥ 2;

(iv) (l, n) = (3, 3).

定理 3.3. l ≥ 3, n ≥ 2, (l, n) ̸= (3, 2) とし, T をスターではない位数 3以上の連結グラフとする．
G(3)
2 ({Kl,K2,n, T})が有限であるための必要十分条件は，次のいずれかが成立することである：
(i) l = 3, n = 3, and T ≺ Y3

∗, T ≺ Y5 or T ≺ Y ′;

(ii) l = 3, n ≥ 4 and T ≺ Y ∗
3 ;

(iii) l = 4, n = 2 and T ≺ P6;

(iv) l = 4, n ≥ 3 and T ≺ P5.

定理 3.4. l ≥ 3, n ≥ 3 とし, T をスターではない位数 3 以上の連結グラフとする．このとき，
G(3)
2 ({Kl,K3,n, T})が有限であるための必要十分条件は，l = 3であり，かつ次のいずれかが成立す
ることである：

(i) n = 3 and T ≺ Y4;

(ii) n ≥ 4, and T ≃ Y3 or T ≺ P5.

4 最後に
本研究では，|H| = 3 かつ G(3)

2 (H) が有限となる族 H について考察した．特に，{K3,K2,2} ⊆ H
の場合を除き，同条件を満たす族 H を決定した．なお，本稿の内容は [18,19] に基づくものである．
したがって，本稿で割愛した証明や，より詳しい議論については同文献を参照されたい．
事実，G3(H) および G(3)(H) の有限性の研究においても，|H| = 3 かつ {K3,K2,2} ⊆ H の場

合は未解決問題である．この場合が未解決である背景には，構造的な複雑さが挙げられる．一般
に，禁止部分グラフが小さい場合，局所構造に対して強い制約が課されるため，出現し得る構造
が限定され，その形状が特定されやすくなる．一方，G3(H) および G(3)(H) の有限性の研究から，
H = {K3,K2,2, T} としたときのグラフ T は，直径の大きいキャタピラーではない木，すなわち複
雑かつ大きなグラフとなる．禁止部分グラフが複雑かつ大きい場合，局所構造への制約が緩んで自由
度が増し，多様な構造が許容されるため，その分類は困難となる．
しかしながら，先行研究によって部分的ではあるが成果は得られているものの，完全な解決には，
既存の手法の精緻化や，より詳細な構造解析の積み重ねが依然として不可欠である．今後は，本来の
研究対象である G3(H) の有限性の問題におけるH = {K3,K2,2, T} の場合に焦点を絞り，完全な解
決を目指して研究を進めていく．
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